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8.3 Calcul du moment cinétique d’un solide

Rappel: pour chaque point P du solide

- Par rapport a un point A appartenant au solide: Bp =By + Db+ BAAP  avec Bh = 0

1S _ZmaAP /\'UA+ZmaAP A (@ A AP \/@.g

\a\/
I =(4?/\ M, + ;ma [(Apa)?'{;; _ (A_P(i . aj) A_Pa)}
1

0 si A =G (centre de masse) ou
si v, =0 < A =C fixe sur axe de rotation

N Y
— Zma (GR.) @ - (GP, - &) GR,

a
TS dm() = p() T
Rappel:
st le solide est « continu », il faut remplacer f 1 du solid
la somme sur les points matériels r volume du solide

par une inteégrale sur le volume du solide o ( 'r_") — masse volumique



« Moment d’inertie du solide

8.3 Moment d’inertie par rapport
au CM (ou C sur axe de rotation) rotation o

5=(1)éA

- Moment cinétique par rapport a G (ou n’importe quel
point C fixe sur I’axe de rotation A) :

= 2, e\ =
Ly = Ema (GB.) @ - (GR, - &) GR,
a

- Faisons une projection sur 1’axe de rotation A
(W = wé, paralléle a axe A):

- — 5\ 2 _— B
La=Lo-ea= ) mg|[(CF;) wés = (GFy - wéy) Gy - ea=
a

2 2
wzma [(Gpa) - (Gpa ' éA) ] = wzma di L, ne dépend pas de G (ou C)!
a a @

2 7 A
par rapport a ’axe A: I = E :mada LA = LG *eA = IA(U
-

- Remarques:

- I, dépend seulement de la distribution de masse par rapport a I’axe A
- En général, L; n’est pas paralléle a W = wé,
- Si A est un axe de symétrie du solide et @ = wé,, alors L est paralléle a @

Demo: https://auditoires-physique.epfl.ch/experiment/60 3
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8.3 Masse (d’1nertie) et moment d’inertie

/%,

P

U
e ——

2¢Me |ol de Newton

\ L, dvg - é,
FA—F eA=MaG ep = dt
dvga
o dt

La MASSE (inertielle ou d’inertie)
mesure la résistance (inertie)
qu'oppose le corps a toute accélération
ou a toute modification de I'état de
MOUVEMENT RECTILIGNE
(translation)

axe de rotation
fixe A par G

My = Mg - e, = s @) =

ATTG ; dt dA dt dt
dLA__)ext - - -_ _w
E—MA —UA/\MUG Adt

La MOMENT D’INERTIE mesure
la résistance qu'oppose le corps a

toute modification de 1'état de
ROTATION.
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8.3 Tenseur d’inertie par rapport au CM

Moment cinétique par rapport To= Zma [(G_——)Pay 5 (G_ P,; -Q) GP;]
au centre de masse G : -

En coordonnées cartésiennes, dans un repere orthonormé quelconque 0é, é,é; : axe de
rotation A

solide

——\ 2 ~
=) ma {(GPQ) 8ij — (GPa)j(GPa)i] wj =Y (Ia)ijw;
i« _ 7
:(fg)ij (élément d’une matrice 3x3)
En notation matricielle: Log=1Is &

I, = tenseur d’inertie au

centre de masse G Ic11 Iz Igqs Ig11 O 0
. " Ic = 1le21 lg22 lg2z |=| 0 gz O
Matrice symetrique: Ig;; = Igj; Iy Igzp  Igas 0 0 Ig33

donc diagonalisable (I;; = 0 si i # j) 5



8.3 Axes principaux d’inertie

» Theoreme: Pour tout point C d’un solide, il est existe un
- se démontre en repere orthonormé au point C tel que la matrice I
algébre linéaire | représentant le tenseur d’inertie soit diagonale :

—~

0 0
I, 0
0 I

Définitions (au point C):

- Repére d’inertie: repére dans lequel I.est une matrice diagonale
- Axes principaux d’inertie: axes du repere d’inertie

- Moments principaux d’inertie: moments d’inertie par rapport aux axes principaux d’inertie

. 3 Ii 0 O w1
Dans repere d’inertie: Lo = Io & = 0 I, O Wo —
0 0 13 w3

Rotation autour d’un axe
fixe A passant par C: Si

(les éléments diagonaux de I-dans le repére d’inertie)

-

L. n’est pas
paralléle a @

I_';C = IAnW & A est un axe principal d’inertie

Est un axe principale d’inertie: - un axe de symetrie du solide
- un axe perpendiculaire a un plan de symétrie du solide




- Roue en rotation autour d’un axe A quelconque passant par G.
- AXxes principaux d’inertie:

- Dans le repére d’inertie Gé;é,é5:

[yt

8.3 Ex. tenseur d’inertie d’une roue

- 5 car axe de symetrie
- &4, é, car perpendiculaires a un plan verticale passant par é;

1
EMR2 0 0
P 1 I est une
¢ 0 EMRZ 0 matrice diagonale
0 0 MR?
) 1/2MR*? 0 0 sin 0 cos ¢ 1/2sin 0 cos¢
= 0= 0 1/2MR? 0 -w(sin@sinqb) = MR2w<1/2 sin 0 sin¢@
0 0 MR?2 cos 6 cos 6

e L n’est pas paralléle a w, mais dans le plan défini par w et I’axe de la roue
 Si la rotation se effectue autour d’un axe de symetrie (I;141,I2,0U I;33) alors

L. est parallele a w. Par ex.: &, || é;



8 3 C as p articuliers Simples Axes et moments d’inertie principaux par
- : . rapport au centre de masse G de quelques
solides homogenes de masse M

ré U .
3 iy - Parall¢lépipede rectangle plein : « toupie asymétrique »:
G (plaque rectangulaire si a, b ou ¢ = 0) seulement trois axes
s > _ 1 2 | .2 principaux par G
_ 1 2 4 2
5.0 b d Iy = 5 M(c” + a?)

Iy = L M(a® + v?)

« toupie symetrigue »:
- Cylindre de révolution : tout axe A par G dans le
(tige si R = 0, disque si L — 0) plan 12 est principal

plein: I =I,=1In=${MR?>+ LML? I3=3;MR?
vide: I =I,=In=3;MR?*+ LML? I3=MR?

sans masse sur les bases circulaires

« toupie sphérique »:
- Sphere: tout axe A par G
pleine: I} =1, =1I3=1Ia= %MRQ est principal

vide: I1=I=1I3=1In=:MR?

Demo:https://auditoires-physique.epfl.ch/experiment/134 8
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8.3 Tenseur d’inertie par rapport a un point A du solide

- Par rapport a un point A appartenant au solide:

- —_— — 2 —_— — —_— ~
Ly =AG/\M17A+Zma |(4P,) @ - (4R, - &) AP;| = AG AMD, + I, - &
(04

g 2 . o :
Lyj = z mg [(Apa) 8ij — (Apa)i(APa)j] I, = tenseur d’inertie au point A
a
I4g11 O 0
Dans un repéré d’inertie ;=1 0 Ly, 0 |#I;
0 0 Iy33
axe de

rotation A

- Si A est un point sur I’axe de rotation A fixe (v, = 0):

i T — A T " "
La=Ly-epx=1-0w -epx= wly - epr épx= wlip

IA = zmadé
a

solide



8.3 Formule de Steiner

Relation entre le moment d’inertie par rapport a un axe fixe par C (A ) et le moment d’inertie
par rapport a un axe de méme direction mais passant par le centre de masse G (Ag):

LA=LC'éA=IACw

18" théoreme de Konig:

Z:C =Z>G +C_G)/\m7})G

Vg
I

@ ACG = wdé,

LA=ZC-éA=ZG-éA+er'>/\(5/\C_G))-éA=IAGa)+ma)d2

= (A)(IAG + mdz)

d

H})A(JAC—G))= wdé,

sin 6

TG A(BACE)- &y = —— wd cos(e— 0)
w cepA = —waA CoS(— —
a a A7 sing 2

Ip, = Ip, + md? Formule de Steiner

Theoreme de Steiner: géneralisation de la formule de Steiner permettant de calculer le tenseur d’inertie au
point C quelconque d’un solide connaissant celui au centre de masse G 10



8.3 Ex.: Roulement sans glissement sur plan incling

Cylindre plein roulant sans glisser: v, = 0

Indiquer les forces externes agissantes sur le system

- Le centre de masse G est sur I’axe du cylindre: v; = wR
- Théoreme du centre de masse

mag = mgsina — Frpi.

mC_iG=FfriC+N+m§ — O:N—mgCOSC{

0=0
- Le systeme d’équations n’est pas suffisante pour résoudre le probleme
- Théoréme du moment cinéetique '
Applique en G
2
- o1 R 1 a. = —-gsina
L; =1, = =mR?®W = —=mRv;Z ¢ =39
2 2 1
f 01— o (o= ' Feric =§mgsina
dZG — 0 ; 0 0=
— =M = 4 =11 N = mgcosa
—smRag = —RFppic Emac = Frric
\ 2 \ 11




8.3 Ex.: Roulement sans glissement sur plan incling

Cylindre plein roulant sans glisser: v, = 0

Indiquer les forces externes agissantes sur le system

- Le centre de masse G est sur I’axe du cylindre: v; = wR
- Théoreme du centre de masse

mag = mgsina — Frpi.

mC_iG=FfriC+N+m§ — O:N—mgCOSC{

0=0
- Le systéme d’équations n’est pas suffisante pour résoudre le probleme
- Théoreme du moment cinétique '
Appliquéen A
2
ZA — IAJ IA = IGZ + mR? = EmRZ (Formule de Steiner) Ae = §g sina
1 .
( 0=0 ( 0=0 I an-c=§mgsma
dZA — Xt O = 0 O - 0
I S MiT = 3 73 . N = mg cosa
—EmRaG = —Rmgsina 54 = gsina
\ \

12



8.3 Ex.: Meule tournante a vitesse constante

- Description et hypotheses :
Meule: disque mince (épaisseur = 0) de masse m, rayon R, centre de masse G
Axe de la meule CG: horizontal, sans masse, longueur d

Roulement sans glissement sur le sol (friction tres petites pour simplifier), et point C fixe
sur un axe vertical

—

w =

. Vecteur instantané de rotation total = w + Q
da+ (@ + ) AGA
&+ 0)AGC

—

0=17jx

V=

~ GAGA=0AGC
= wR = Qd
e = (@ + Q) A CG = Qdég
3 —0d %0 _ 04Gne d02é
aA- = —_— = €p = — e
G dt 0 p
GIGC 2BAGC=0 QI GA=>0AGA=0

https://auditoires-physique.epfl.ch/experiment/224

—wé,, rotation propre de la meule, Q= é, rotation autour de I’axe vertical

N.B.: pour chaque couple de points P, A d'un solide

d . .
Up = = (74 + AP) = Uy + @yopn AP

9!
A
?)
\é,

13
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8.3 Ex.: Meule tournante a vitesse constante

& =—wé,, O =0¢, wR = 0d,dg = —d0?é,
- Equations du mouvement :
S —mQ?d =T
dp - md = - m P
d—=maG=T+N+mg = 0 =Ty
t 0=T,+N—mg
- Théoreme du moment cinétique
2 . dlc -
T est non connu = application en C d_C = ngt
t
1/2mR? 0 0 0 0 0
I = 0 1/4mR? 0 + m<o d? o)
0 0 1/4mR? 0 0 d?
ZC - iC . (5 + 5) - (ic)lla + (ic)33ﬁ>
_ 1 R? “+1 R? + md?*)Qé
=—5mRwe, (4m md~)Qé,
dé, dL 1 dé 1 -
=0 == — - CmR?2w—L = ——mR2w QA E, = ——mR2w Q &
dt dt 2 dt 2 P 2 "



8.3 Ex.: Meule tournante a vitesse constante

- Equations du mouvement :

57 -mQd =T,
d—p=m66=7+ﬁ+m§ = 0="Ty
t 0=T,+N—mg

- Théoreme du moment cinétique

7 dLe
T est non connu = application en C d_C = ME*t
t
dL 1
d_tC = — Emsz Q ég

MEt = CG AmG+CAAN =dmgég+CGAN+GAAN =dmg ég — dN&g

——mR?’w Q éy =dmg éy — dNé,

1
2 ——=mRdQ? = dmg — dN

2
. N = mg +—mR£22

2

wR = Qd

15



8.3 Ex.: Meule tournante a vitesse constante

B =-wé, 0=08, oR =0d, d; = —d0?e, ¥; = (& +Q)ACGC

- Théoréme du moment cinetique C'r‘::
2 o dLe  —. .,
T est non connu = apphcatlon en C E =M gx
Lc =L+ CGamig (1 théoréme de Konig)
zc = zG + CGA mvg = ZG + dép AmdQég = v
I 2 A 1/2mR? 0 0
= L; + md“Qé, . ,
Ig = 0 1/4mR 0
I i ~ 10 i — 7 ~ 0 0 1/4mR*
Le=1Ig- (w + Q) — (IG)llw + (IG)33Q
1 1 —o\ (0 _yd
= ——mRza)ép + —mR?%Qé, 5=< 0 ) QO=1[o0 CG=<0>
2 4 0 o 0

T T 205 1 2,5 1 205 205 1 2,5 1 2 2\0 5
Lc =Lg +md-Qé,; = —EmR a)ep+ZmR Qé, + md“Qé, = —EmR wep+(ZmR + md“)Qe,

deé, dL 1 dé 1 . 1
=0 = d—f:——msz—p=——mR2w(5+Q)/\ép=—§mR2wQé9

2 dt 2
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